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الأعداد المركبة
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.الأعداد المركبة
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، مركب، الترمیز

العملیات على الأعداد 
: المركبة، ترمیز أولیر
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المعادلة من الدرجة 
.الثانیة في 

الأعداد المركبة 
والتحویلات النقطیة من 

:الشكل
   ' 'M z M z

z'مع  az b 

aو  أوa
1aو .

إجراء العملیات الحسابیة على الأعداد ـ
.المركبة

.استعمال خواص مرافق عدد مركبـ
حساب الطویلة وعمدة لعدد مركب غیر ـ

.معدوم
الانتقال من الشكل الجبري إلى الشكل ـ

.المثلثي والعكس
التعبیر عن خواص لأشكال هندسیة ـ

.بةباستعمال الأعداد المرك

توظیف خواص الطویلة والعمدة لحل ـ
مسائل في الأعداد المركبة وفي 

.الهندسة
دستور موافر لحل مسائل في توظیف ـ

.الأعداد المركبة وفي الهندسة

.حل معادلة من الدرجة الثانیةـ
حل معادلات یؤول حلها إلى حل ـ

.معادلة من الدرجة الثانیة
ویلات ة للتحتعیین الكتابة المركبـ

).التحاكيالانسحاب،الدوران و (المألوفة 
التعرف عن تحویل انطلاقا من كتابته ـ

.المركبة
حل مسائل هندسیة تتطلب استعمال ـ

انسحابات، تحاكیات أو دورانات بواسطة 
.الأعداد المركبة

توظیف الأعداد المركبة لبرهان خواص ـ
.الانسحاب، الدوران والتحاكي

.ركبة في إطار هندسيندرس الأعداد المـ
.أو المرجح| نقترح أنشطة تتعلق بالبحث عن مجموعات نقط و ـ

ieیرمزـ  للعدد المكبcos sini .
ف مستقیم أو نص0zذات اللاحقة نمیز دائرة مركزها النقطةـ 

0بعلاقة من الشكلمبدأه
iz z ke  ،kثابت موجب و

یمسح kثابت وعندما یتعلق الأمر بالدائرة أویمسح 

.عندما یتعلق الأمر بنصف المستقیم
Aیدرج تفسیر طویلة وعمدة العددین ـ Bz zوA B

C D

z z

z z




.واستعمالهما في حل مسائل هندسیة
حاصل قسمة نبرهن الدساتیر المتعلقة لطویلة وعمدة جداء أو ـ

. عددین مركبین غیر معدومین، نبین عندئذ أهمیة ترمیز أولیر
نستعمل ترمیز أولیر لإیجاد دساتیر التحویل المدروسة سابقا في (

).حساب المثلثات
. نتطرق إلى الجذرین التربیعیین لعدد مركبـ

.تقدم المساعدة المناسبة للتلمیذ لحل هذا النوع من المعادلات

ة المختصرة نبرر الكتاب   0 0'z z k z z   لكل من التحاكي
.والدوران

یتم فیها برهان خواص هذه التحویلات كحفظ تعالج مسائل هندسیة 
ال و ، التأثیر على الأط... الاستقامیة، التوازي، المرجح؛ 

یمكن في هذه الفقرة الاعتماد على تمییز الدائرة ... والمساحات؛ 
.ار إلیهما أعلاهلمستقیم المشاوتمییز نصف 
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الأعداد المركبة

. :،،نذكر في ما یلي المجموعات الجزئیة للمجموعة:1نشاط 
2حتى یكون للمعادلة aعین القیم الممكنة للعدد الحقیقي) 1 0x a  لا فيحعلى الأقل.
2عین أصغر مجموعة التي ینتمي إلیها حلي المعادلة ) 2 0x a في كل حالة من الحالات التالیة:

4a   4؛

9
a   5؛a  .

0aنفرض أن ) 3  2، نعلم أن المعادلة 0x a  لا تقبل حلا في.
حیث نعتبر المجموعة  ل خواص العملیات المعروفة فيوكتوظف بنفس الطریقة في المجموعة.
2یحقق من iولنتخیل عنصرا 1i  .

.لیس عددا حقیقیاiـ برّر أن 
iـ بین أن  aوi a ینتمیان إلى 2أنهما حلان للمعادلةتحققثم 0x a .

2:المعادلتینحل في المجموعة ) 4 1 0x x   2؛ 1 0x x  .
:حل النشاط

1 (2 0x a 2معناهx a ، 2یكون للمعادلة 0x a على الأقل حلا في 0معناهa  أيa .
2 (4a  2المعادلة هي ؛ 4 0x   2وتعنيx  2أوx   ومنه الحلان ینتمیان إلى.
4

9
a   2المعادلة هي ؛ 4

0
9

x   2وتعني

3
x  2أو

3
x   ومنه الحلان ینتمیان إلى.

5a   2؛ المعادلة هي 5 0x   5وتعنيx  5أوx  .
0aنفرض أن ) 3  2، نعلم أن المعادلة 0x a  لا تقبل حلا في.

حیث نعتبر المجموعة  وكل خواص العملیات المعروفة فيتوظف بنفس الطریقة في المجموعة.
2یحقق من iولنتخیل عنصرا 1i  .

2iفإنiإذا افترضنا أنـ   وهذا تناقض إذن الافتراض خاطئ وبالتاليiلیس عددا حقیقیا.
iـ بین أن  aوi a ینتمیان إلى2ثم تحقق أنهما حلان للمعادلة 0x a .

2:المعادلتینل في المجموعة ح) 4 1 0x x   2؛ 1 0x x  .
2 1 0x x   5؛  1ومنه 5

'
2

x
 
1و 5

"
2

x
 
.

2 1 0x x   23؛ 3i    1ومنه 3
'

2

i
x
 
1و 3

"
2

i
x
 
.

مجموعة الأعداد المركبة) 1
zمن الشكل هامجموعة الأعداد المركبة عناصر نسمي المجموعة :1التعریف a bi  حیثaوb2عددان حقیقیان و 1i  .
zالكتابة  a bi  تسمى الشكل الجبري للعدد المركبz وحیدةالكتابة الوهي ؛.

یسمى جزءه التخیلي ونكتب bوالعدد الحقیقي zالجزء الحقیقي للعدد المركب یسمىaالعدد الحقیقي Rea zو Imb z

: ملاحظات
0bإذا كان   فإنz a وهو عدد حقیقي إذن .
0aإذا كان   فإنz bi بحتا(هو لیس حقیقیا ویسمى عددا مركبا تخیلیا صرفا(
0aإذا كان  0وb  0فإنz عدد مركب معدوم.

عین :144صفحة 1تطبیق  Re zو Im z في كل حالة من الحالات التالیة:
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3 2z i  1؛ 3z i   3؛

3
z   3؛ 2z i  5؛ 7z   3؛z i .

: حل التطبیق Re 3 2 3i  ؛ Im 3 2 2i  ؛ Re 1 3 1i    ؛ Im 1 3 3i   3؛ 3
Re

3 3

 
    
 

؛ 

3
Im 0

3

 
   
 

؛  Re 3 2 3 2i    ؛ Im 3 2 1i   ؛ Re 5 7 5 7   ؛ Im 5 7 0  ؛

 Re 3 0i  ؛ Im 3 3i  .
2لیكن:تمرین 3z i  ؛' 5z i  .أكتب الأعداد المركبة التالیة على الشكل الجبري:'z z ؛'z z 2؛ 3 'z z ؛'zz 2؛z .
':تمرینحل ال 3 4z z i   ؛   ' 2 3 5 7 2z z i i i       2؛ 3 ' 4 6 3 15 19 3z z i i i       ؛

  ' 2 3 5 2 10 3 15 13 13zz i i i i i          2؛ 4 12 9 5 12z i i     .
الجمل ذات المجهول 2حل في المجموعة :150صفحة 86تمرین  ; 'z z التالیة:

أ ـ
3 ' 2 5

' 2

z z i

z z i

  
    

ب ـ.
3 ' 5 2

' 1 2

z z i

z z i

  
   

جـ ـ.
2 ' 2

3 ' 1

iz z i

z iz

 
  

.

أ ـ:تمرینحل ال
3 ' 2 5

' 2

z z i

z z i

  
    

4معناه  4

' 2

z i

z z i

 
   

أي 
' 2 2

z i

z i

 
  

.

ب ـ
3 ' 5 2

' 1 2

z z i

z z i

  
   

2معناه  4 4

' 1 2

z i

z i z

 
   

2أي  2

' 1 4

z i

z i

 
   

.

جـ ـ
2 ' 2

3 ' 1

iz z i

z iz

 
  

معناه  2 ' 2

3 ' 1

i iz z i i

z iz

   


 
2ومعناه  ' 2

3 ' 1

z iz

z iz

   
  

1أي 

' 2 2 4

z

z i iz i

 
   

.

ر أن العددین برّ :150صفحة 88تمرین  81 iو
2008

1

2

i 
 
 

.حقیقیان

:تمرینحل ال     
4 28 2 2

1 1 2 16i i i           ؛ 
10042008 2 1004

50221 1 2
1

22 2

i i i
i

                            
.

.عددان مركبان إذا وفقط إذا كان لهما نفس الجزء الحقیقي ونفس الجزء التخیليیتساوى:خاصیة
a: یقیة لدیناأعداد حقوa،b،أي إذا كانت bi i    تكافئ   ; ;a b   وتكافئa وb .

:عدد مركب حیث z:144صفحة 3تطبیق    2 2 1z x x i x y    .
.امعدومzحتى یكون العدد المركبyوxعین العددین الحقیقیین

0z:التطبیقحل  معناه Re 0z و Im 0z  2معناه 0x x 2و 1 0x y  أي 1 0x x  21وy x .
لدینا  1 0x x   0معناهx 1أوx   .0إذا كانx  1فإنy  1وإذا كانx   0فإنy وبالتالي:

0z  معناه   ; 0;1x y  أو   ; 1;0x y  .
المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس:2تعریف  ; ;O u v

 
.

لكل نقطة ;M x y من المستوي نرفق العدد المركبz x iy .
zهي صورة العدد المركبMنقول أن النقطة 

OMأو الشعاع 


.zهو الصورة الشعاعیة للعدد المركب
z یسمى لاحقة النقطةM أو لاحقة الشعاعOM


.

3ذات اللاحقة Dعین إحداثیتي النقطة ) 144:1صفحة 4تطبیق  3Dz i .

2 3 4

2

3

-1
0 1

1

x

y

M
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للنقط CzوAz ،Bzعین اللواحق) 2 3 ;1A , 3 ; 1B  و 0;2Cعلى الترتیب.

) 1:التطبیقحل 3;3D .
3Az: تعیین اللواحق) 2 i  ،3Bz i  2وCz i.

الذي یحقق المساواة zذات اللاحقة العدد المركبMمثل مجموعة النقط ،في كل حالة من الحالات التالیة :151صفحة 90تمرین 
أ ـ: المقترحة Re 3z  .ب ـ Im 2z .جـ ـ   Re Imz z.

د ـ   2
Re 1 Im 2 0z z     .

zنعتبر العدد المركب:مرینالتحل x iy  معxوyعددین مركبین.
ـأ  Re 3z   3معناهx  إذن مجموعة النقطM1هي المستقیمD3ذو المعادلةx  .

ب ـ Im 2z  2معناهy إذن مجموعة النقطM 2هي المستقیمD2ذو المعادلةy .
جـ ـ   Re Imz z معناهy xإذن مجموعة النقطM 3هي المنصف الأولD.

د ـ   2
Re 1 Im 2 0z z      معناه 21x y إذن مجموعة النقطM

.Pهي القطع المكافئ 
نرفق بكل نقطة:151صفحة 96تمرین  ;M x yت اللاحقةذاz، النقطة ' '; 'M x y ذات اللاحقة'zحیث:

 2' 2 1z z i z  .
.yوxبدلالة y'وx'عبر عن ) 1
2 (H هي مجموعة النقطM بحیث یكون'z برهن أن . حقیقیاH هي منحني دالةh یطلب تعیینها.

z: لدینا) 1:حل التمرین x iy و' ' 'z x iy  . 2' 2 1z z i z   معناه    2
' ' 2 1x iy x iy i x iy     

ومعناه  2 2 2 2' ' 2 2 2 2 2 2 2 2x iy x y ixy x iy ix y x y x y xy y x i              .
2إذن  2' 2 2x x y x y   و ' 2y xy y x  .

2 ('zمعناه حقیقي' 0y  0ومعناهxy y x   أي 1y x x  1؛ إذا كانx  0فإن 1 1وهذا تناقض إذنx 

وبالتالي 
1

x
y

x



:للدالة Hوهي معادلة المنحني
1

x
f x

x 
.

: صخوا
1 (Mو'M نقطتان من المستوي لاحقتاهما على الترتیبz a bi و' ' 'z a b i المكتوبان على الشكل الجبري
 لاحقة الشعاع'MM


هي العدد المركب  ' ' 'z z a a b b i    .

2 2OM OM a b  


و   2 2
' ' ' 'MM MM a a b b    


.

 لاحقة منتصف القطعة 'MM هي العدد المركب'

2

z z.

للجملة Gحقة المرجح لا) 2      ; ; ; ; ;A B C   هي العدد المركبA B C
G

z z z
z

  
  
 


 

.

3 (P


Qو


.عدد حقیقيkعلى الترتیب؛ z'وzشعاعا من المستوي لاحقتاهما 
 لاحقة الشعاعP Q

 
z'هي العدد المركب  z.

 لاحقة الشعاع.k P


.kzكب هي العدد المر 
.على الترتیب 2zوz،1نقط من المستوي لواحقها M'وA،M.عدد مركب z:151صفحة 91تمرین 

2 3-1-2-3

2

3

4

5

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

1D 2D

3D

P
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.في استقامیةM'وA،Mحتى تكون النقط Mط قعین مجموعة الن
:مرینالتحل 2 1 1z k z  معناه  1 1 0z z k    1ومعناهz 1أوz k معk أي 1;0M

أو ';0M kمع'k  .
.في استقامیة هي حامل محور الفواصلM'وA،Mحتى تكون النقط Mط قمجموعة الن
zبوضع :ىطریقة أخر  x iy  لدینا لاحقةAM


1هي  1z x iy    ولاحقة'AM


2هي  2 21 1 2z x y ixy    

AM


AM'و


مرتبطان خطیا معناه        2 2Re 1 Im 1 Im 1 Re 1z z z z     ومعناه
   2 21 2 1x xy y x y     ومعناه 2 2 2 1 0y x y x    0أيy  أو 2 21 0x y   0ویكافئy  أو

   ; 1;0x y  ط قمجموعة النإذنM حتى تكون النقطA،Mو'Mفي استقامیة هي حامل محور الفواصل.
2و3i،3iنقط من المستوي المركب لواحقها CوA،B:151صفحة 95تمرین  3iعلى الترتیب.

مرجح الجملة المثقلة Gعین لاحقة النقطة ) 1      ,1 ; , 2 ; , 2A B C .
2من المستوي التي یكون من أجلهاMعین مجموعة النقط ) 2 2 22 2 25AM BM CM  .

2) 1:مرینالتحل 2
3 6 4 6 4 3

1 2 2
A B C

G

z z z
z i i i i

 
       

 
.

2 (2 2 22 2 25AM BM CM   معناه     2 2 2

2 2 25AG GM BG GM CG GM     
     

ومعناه 
 2 2 2 2

2 2 2 2 2 25GM AG BG CG GM AG BG CG      
       

أي 
2 2 2 2

25 2 2GM AG BG CG   
   

: لدینا   2 22 4 3 3 16AG      ؛   2 22 4 3 3 52BG      ؛   2 22 4 2 3 3 72CG      ؛ إذن
2 25 16 2 52 2 72 49GM        7ومعناه أنGM  إذن مجموعة النقطMهي الدائرة ذات المركزG ونصف القطر

7.

المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس : 2نشاط  ; ;O u v
 

 . ;M x y نقطة من المستوي لاحقتها العدد المركبz.
'M نظیرةM بـِ بالنسبة إلى محور الفواصل ؛ نرمز:zنقطةللاحقة ال'M.
zم أحسبعلى الشكل الجبري ثzوzأكتب ) 1 z ؛z zوzz.

1العدد المركب مقام اجعل ) 2

2 3

i

i




.عددا حقیقیا ثم أكتبه على الشكل الجبري

لدینا ) 2:1نشاط حل ال ;M x y ومنه ' ;M x y وبالتاليz x iy وz x iy .
2z z x  2؛z z iy و    22 2 2zz x iy x iy x iy x y      .

2 (  
  

1 2 31 2 3 2 3 5 1

2 3 2 3 2 3 4 9 13 13

i ii i i
i

i i i

    
   

   

مركبمرافق عدد ) 2
aعدد مركب مكتوب في الشكل الجبري z:التعریف bi.

aهو عدد المركب zمرافق العدد المركب bi ِونرمز له بـ:z.

1:ط مرافق لكل من الأعداد المركبة التالیة أع:144فحة ص7تطبیق  2 4z i  2؛ 3z i  3؛ 2 3z i  4؛

5

2
z i .

1:حل التطبیق 2 4z i  2؛ 3z i  3؛ 3 2z i   4؛

5

2
z i.

: ملاحظات
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 النقطتانzMو
z

Mبة لمحور الفواصلصورتا العددین المركبین المترافقین، هما متناظرتان بالنس.
 إذا كانz a bi  2فإن 2zz a b  على شكلها الجبرياصة في كتابة الكسور خوهو عدد حقیقي موجب نستعمله.

.تب الأعداد المركبة التالیة على شكلها الجبري كأ:144صفحة 11تطبیق 

1

4 6

3 2

i
z

i





2؛ 

5 15

1 2

i
z

i





3؛ 

1

3 2

i
z

i





4؛

1

1

i
z

i





.

:حل التطبیق  
  1

4 6 3 24 6 30

3 2 3 2 3 2 13

i ii
z i

i i i

  
  
  

؛   
  2

5 15 1 25 15 35 5
7

1 2 1 2 1 2 5

i ii i
z i

i i i

  
    
  

؛ 

  
  

 
3

1 3 2 3 2 3 21 3 2 3 2

11 11 113 2 3 2 3 2

i i ii
z i

i i i

      
    
  

؛ 

  
  4

1 11 1 1 2

1 1 1 2

i ii i
z i

i i i

   
   
  

.

z .zل عدد مركب من أجل ك:نتائج z ؛ Re
2

z z
z


و Im

2

z z
z

i


.

z حقیقي معناهz zوz تخیلي صرف معناهz z .
:لدیناz'وzین مركبین من أجل كل عدد:خواص

' 'z z z z   ؛' 'z z z z   1؛ 1

z z

   
 

0zمع   ؛
' '

z z

z z

   
 

'مع  0z .

1: نضع :144صفحة 14طبیقت

3

2 5

i
z

i





2و

3

2 5

i
z

i





.

1بدون إجراء الحساب برر أن ) 1 2z z 1هو عدد حقیقي و 2z z هو عدد تخیلي صرف.
1أحسب) 2 2z z1و 2z z1لشكل الجبري للعدد المركب ثم استنتج اz.

1لدینا ) 1:حل التطبیق 2

3 3 3

2 5 2 52 5

i i i
z z

i ii

         
إذن  1 2 1 1 12Rez z z z z   وهو عدد حقیقي.

 1 2 1 1 12 Imz z z z i z   وهو تخیلي صرف.

2 (     
  1 2

3 2 5 3 2 53 3 1 17 1 17 2

2 5 2 5 2 5 2 5 29 29

i i i ii i i i
z z

i i i i

        
     

   

     
  1 2

3 2 5 3 2 53 3 1 17 1 17 34

2 5 2 5 2 5 2 5 29 29

i i i ii i i i
z z i

i i i i

        
      

   

أن ) 1نستنتج من  1
1

Re
29

z و 1
17

Im
29

z   1وبالتالي

1 17

29 29
z i 

:التالیة Z، مرافق الأعداد المركبة zأكتب بدلالة :144صفحة 17تطبیق

2أ ـ 3Z iz .ب ـ  2 1 3Z iz z  .2جـ ـ

2

iz
Z

z





3د ـ. 2 3 3Z z iz z i   .

:حل التطبیق
2أ ـ 3 2 3 2 3 2 3Z iz iz i z iz        .ب ـ     2 1 3 2 1 3Z iz z iz z     .

2جـ ـ 2

2 2

iz iz
Z

z z

 
 
 

د ـ.      
3 2

3 3Z z iz z i   .

z:152صفحة 97تمرین  x iy  عدد مركب معxوy 2نضع. عددین حقیقیین 2 3z z i    .
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.الجزء الحقیقي والجزء التخیلي للعدد المركب yوxأحسب بدلالة ) 1
0المعادلةحل في ) 2 ، ذات المجهولz.

:حل التمرین
1(     2 2 3 2 2 3 2 3 3z z i x iy x iy i x y i               

إذن  Re 2 x  و   Im 3 1y  

2 (0  معناه Re 0 و Im 0  2ومعناهx 1وy   2أيz i .
.في المستوي المركب Mصورته النقطة،1تلف عن عدد مركب یخz:152صفحة 109تمرین 

1نضع

1

z
L

z





:لة من الحالات التالیة في كل حاMعین مجموعة النقط.Lصورة العدد المركبM'و

.عددا حقیقیا Lیكونأ ـ
.عددا تخیلیا صرفا Lیكونب ـ
.في استقامیةM'وO ،Mتكون النقطجـ ـ

zنضع :حل التمرین x iy  معناه ;M x y .  
  

1 11 1

1 1 1 1

x iy x iyz x iy
L

z x iy x iy x iy

     
  
      

أي  
     

2 2 2 2

2 2 22 2 2

1 1 2

1 1 1

x x ixy x iy ixy iy y x y iy
L

x y x y x y

          
  

     

معناه عدد حقیقيLأ ـ Im 0z  ومعناه
 2 2

2
0

1

y

x y




 
0yأي  و   ; 1;0x y ؛

عددا حقیقیا هي حامل محور الفواصل باستثناء النقطة Lالتي یكون Mمجموعة النقطإذن  1;0A.

ه معناعدد تخیلي صرفLب ـ Re 0z ومعناه.
 

2 2

2 2

1
0

1

x y

x y

 


 

2أي  2 1x y و   ; 1;0x y  مجموعة النقط؛ إذنM التي یكونL هيتخیلیا صرفاعددا
باستثناء النقطة 1ونصف القطر Oالدائرة ذات المركز 1;0A.

OMفي استقامیة معناه M'وO ،Mتكون النقطجـ ـ


OM'و


مرتبطان خطیا ومعناه 
   

2 2

2 22 2

1 2

1 1

x y y
y x

x y x y

  


   

یكافئ  2 2 2 1 0y x y x   و   ; 1;0x y 

2أي  2 2 1 0x y x    0أوy و   ; 1;0x y 

2ولدینا  2 2 1 0x y x    معناه 2 21 2x y  

في استقامیة هي M'وO ،Mتكون النقطالتي من أجلها Mمجموعة النقطإذن 
مركز إتحاد حامل محور الفواصل والدائرة ذات ال 1;0 باستثناء النقطة 2ونصف القطر 1;0A.

Lمعناه عدد حقیقيLأ ـ: طرقة أخرى L


1ومعناه  1

11

z z

zz

 



1ویكافئ  1z z z z z z z z       ومعناه

2 2z z معناهz z أيz عدد حقیقي وبالتالي مجموعة النقطM 1هي حامل محور الفواصل باستثناء النقطة ذات اللاحقة.
Lمعناه عدد تخیلي صرفLـب L 


1ومعناه  1z z z z z z z z        1أيz z  2ومعناه 2 1x y 

.1باستثناء النقطة ذات اللاحقة 1مبدأ المعلم ونصف قطرهاOهي الدائرة ذات المركز Mوبالتالي مجموعة النقط 

2 3 4-1-2-3-4 0 1

1

x

y

A

-1
-1

0 1

1

x

y

A
o

2-1-2
-1

0 1

1

x

y

AB
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ویلة وعمدة عدد مركبط

)نشاط الأول صفحة (:نشاط
دراسة مثال  ; ;O i j

 
.متعامد متجانس مباشر من المستويمعلم 

AوB2ها القطبیة تثیااالنقطتان من المستوي التي إحد,
4

    
1و  2

,
2 3

    
على الترتیب في المعلم ;O i
.

.BوAأنشئ النقطتین)1
عین قیسا للزاویة )2 ,OA OB

 
.

.BوAللنقطتینةعین الإحداثیات الدیكارتی)3
4('A نظیرةA بالنسبة إلىO والقطبیة للنقطةةعین الإحداثیات الدیكارتی.مبدأ المعلم'A.
5('Bیرة نظB والقطبیة للنقطةةعین الإحداثیات الدیكارتی.بالنسبة إلى حامل محور الفواصل'B.
6(''B نظیرةB والقطبیة للنقطةةعین الإحداثیات الدیكارتی.بالنسبة إلى حامل محور التراتیب''B.

الحالة العامة   ; ;O i j
 

.متعامد متجانس مباشر من المستويمعلم 
Mنقطة من المستوي تختلف عنOثیاها القطبیة اإحد ,r في المعلم ;O i

.
.3تنتمي إلى الدائرة التي نصف قطرهاMكي تكون النقطة rعین شرطا على )1
.تنتمي إلى حامل محور التراتیب Mكي تكون النقطة عین شرطا على )2
.تنتمي إلى حامل محور الفواصل Mكي تكون النقطة عین شرطا على )3
yتنتمي إلى المستقیم ذي المعادلة Mكي تكون النقطة شرطا على عین)4 x.

:حل النشاط
.BوAإنشاء النقطتین) 1دراسة مثال 

;2هما Aلـِ الإحداثیتین القطبیتین 
4

 
 
 

2OAإذن  و ;
4

i OA



 

1هما Bلـِ وكذلك الإحداثیتین القطبیتین  2
;

2 3

 
 
 

1إذن

2
OB و  2

;
3

i OB



 

.

2(      2 5
; ; ;

3 4 12
OA OB i OB i OA

  
    

     

:BوAللنقطتینةیكارتیالإحداثیات الد) 3

cos 2
4Ax OA


 وsin 2
4Ay OA


  ؛ إذن 2 ; 2A.

2 1
cos

3 4Bx OB


  2و 3
sin

3 4Ay OA


 1إذن؛ 3
;

4 4
B
 
  
 

.

3 ('AنظیرةAبالنسبة إلىOلدینا .مبدأ المعلم 2 ; 2A ومنه ' 2 ; 2A   و' 2;
4

A


  
 

.

4 ('BنظیرةB1لدینا .حامل محور الفواصلبالنسبة إلى 3
;

4 4
B
 
  
 

1ومنه  3
' ;

4 4
B
 
   
 

1و 2
' ;

2 3
B

  
 

.

5 ("BنظیرةB1ةالدیكارتیالإحداثیات .حامل محور التراتیببالنسبة إلى 3
" ;

4 4
B
 
  
 

1والقطبیة
" ;

2 3
B

 
 
 

.

-1

-1

0 1

1

x

y
A

B

o

A'

B'

B"
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الحالة العامة  ; ;O i j
 

ثیاها القطبیةاإحد، Oنقطة من المستوي تختلف عن M. متعامد متجانس مباشر من المستويمعلم  ;r 

في المعلم ;O i


OMلدینا ) 1 r ولكي تكونM 3یجب إذن 3تنتمي إلى الدائرة التي نصف قطرهاr .
تنتمي إلى حامل محور التراتیب معناه Mتكون النقطة) 2

2
k


   معk.

kتنتمي إلى حامل محور الفواصل معناه Mتكون النقطة) 3  معk.
yالمستقیم ذي المعادلة تنتمي إلىMتكون النقطة) 4 x معناه

4
k


   معk.

طویلة عدد مركب) 1
في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس Mعدد مركب صورته النقطةz:التعریف ; ;O u v

 
.

.zونرمز إلیها بالرمزzتسمى طویلة العدد المركبOMالمسافة 
zلدینا  OM OM 


zا كان وإذ a bi  2فإن 2z a b .

لنقط، لواحق اعلى الترتیبهي DzوAz،Bz،Cz:146صفحة 30طبیقت 3 ;1A، 3 ; 1B  ، 0;2C، 3 ;3D.

ماذا یمكنك أن تستنتج ؟. CzوAz ،Bzأحسب)1
؟AOCDما هي طبیعة الرباعي) 2

التطبیقحل

1 (2 23 1 4 2Az OA     ،3 1 2Bz OB   0و 4 2Cz OC   .
.2ونصف القطرOتنتمي إلى نفس الدائرة ذات المركزCوA ،Bنستنتج أن النقط 

لدینا ) 2   
2 2

3 0 3 2 2D CCD z z       ؛   
2 2

3 3 3 1 2D AAD z z       ؛ إذن
2AO OC CD DA    وبالتالي الرباعيAOCDهو معین.

:ملاحظات
zإذا كان  a)فإن ) حقیقيz aالطویلة هي القیمة لمطلقة
zإذا كان  bi)فإن ) تخیلي صرفz b

2:خواص الطویلة
zz z ؛z z z   ؛' 'zz z z  ؛

' '

zz

z z
 مع' 0z  ؛' 'z z z z  

nnzلدیناnمن أجل كل عدد طبیعي غیر معدوم:نتیجة z.

2: حیث یعطى العدد المركب:146صفحة 35مرینت 2 2 2i    .
.4ثم 2أحسب) 1
.ثم استنتج4أحسب) 2
6zحیثzذات اللاحقة العدد المركب Mعین مجموعة النقط .المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ) 3 .

) 1:حل التمرین   
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 1i i i i                

 
2

4 2 2 1 8 2 16i i i        
2 (4 16  44بما أن  4فإن 42  2ومنه .
3 (6z 6همعناz  3ومعناهz 3أيOM إذن مجموعة النقطMهي الدائرة ذات المركزO2ونصف قطر.

0 1

1

x

y M

o a

b

u


v

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.لمقترحةالذي یحقق المساواة اzذات اللاحقة المركبMل مجموعة النقطمثّ ن ثمّ عیّ :146صفحة 34مرینت
1أ ـ 2 4z i z                    . 3ب ـ 2z i               .2جـ ـ 2z i .

:حل التمرین
1أ ـ 2 4z i z    . نعتبر النقطتین 1; 2A  و 4;0Bولدینا :

1 2 4z i z    معناهA Bz z z z   ومعناهAM BM

هي محور القطعة Mمجموعة النقطأي  AB.
3ب ـ  2z i . نعتبر النقطة 0;3A 3؛ 2z i  2معناهAM 

.2ونصف القطرAهي الدائرة ذات المركزMمجموعة النقطأي 

2جـ ـ 2z i  1معناه
2 2

2
z i  1ومعناه

1
2

z i  1أيAM 

1هي الدائرة ذات المركز Mمجموعة النقطإذن 
0;

2
A
 
 
 

.1ونصف القطر

عمدة عدد مركب غیر معدوم) 2
في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس Mعدد مركب غیر معدوم صورته النقطةz:التعریف ; ;O u v

 
.

كل قیسا للزاویةzنسمي عمدة للعدد المركب ;u OM
 

بـِ ونرمز لها  Arg z.
أحد أقیاس الزاویةإذا كان  ;u OM

 
فإن   2Arg z k   معk.

:ملاحظات
 إذا كانzعداد مركبا معدوما فإن عمدته غیر معینة.
 AوBنقطتان من المستوي تختلفان عن المبدأO ؛     ; 2B AOA OB Arg z Arg z k   

 
.

     2Arg z Arg z k   ؛   Arg z Arg z k   معk.
المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس :تطبیق ; ;O u v

 
.

3Azعدد المركب النعتبر)1 i  صورته النقطةA.مثل النقطةA أحسب طویلة العدد المركبوAzواستنتج عمدة له.
نعتبر في الدائرة المثلثیة المنسوبة إلى المعلم ) 2 ; ;O u v

 
حیث Bzذات اللاحقةB، النقطة  ; 2u OB k  

 

.بدلالة Bعین إحداثیتي النقطة ـ 
لتكن ـ  ;M a b نقطة من نصف المستقیم OBتها العدد المركبلاحقz. 2برّر أن 2

Bz a b z  و Arg z .
.بدلالةzاستنتج كتابة للعدد المركبـ 

:حل التطبیق

1 (3 1 2Az    لدینا  3
cos ;

2
u OA 
 

و  1
sin ;

2
u OA 
 

ومنه  ; 2
6

u OA k


 
 

إذن  
6AArg z

.

ـ ) 2 cos ;sinB  .
1OBلدینا ـ  2ومنه 2. .OM OM OB a b OB  

  
2إذن  2

Bz a b z  .
دینال   ; ; 2u OM u OB k   

   
ومنه Arg z .

2لدینا ـ  2
Bz a b z   معناه 2 2 cos sinz a b i   .

0 1

1

x

y M

o a

b

u


v


0 1

1

x

y

A

B

0 1

1

x

y

A

0 1

1

x

y

A

0 1

1

x

y

A

o



B

M



www.m
at

hs
ac

ad
em

y.n
et

11

الشكل المثلثي لعدد مركب غیر معدوم) 3
یكتب على الشكل zكل عدد مركب غیر معدوم:تعریف cos sinz r i   حیثr zو Arg z .

.zهذه الكتابة تسمى الشكل المثلثي للعدد المركب
:نتائج cos sinz r i   ؛    cos sinz r i       .

على شكلها المثلثيالمطلوب كتابة الأعداد المركبة :تطبیقات

1: 147صفحة 41تطبیق 

2 2

2 2
z i  2؛

2 2

2 2
z i   3؛

2 2

2 2
z i  .

1:حل التطبیق

2 2
cos sin

2 2 4 4
z i i

 
    2؛

2 2 3 3
cos sin

2 2 4 4
z i i

 
     ؛

3

2 2 5 5
cos sin

2 2 4 4
z i i

 
    

147:1صفحة 42تطبیق 

3 1

2 2
z i  2؛

3 1

2 2
z i   3؛

1 3

2 2
z i  4؛

1 3

2 2
z i  .

1:حل التطبیق

3 1
cos sin

2 2 6 6
z i i

 
    2؛

3 1 5 5
cos sin

2 2 6 6
z i i

 
     ؛

3

1 3
cos sin

2 2 3 3
z i i

 
      4؛

1 3 7 7
cos sin

2 2 3 3
z i i

 
    .

147:1صفحة 43تطبیق  3z  2؛ 5z   3؛z i 4؛

1

2
z i 5؛ 7z i .

:حل التطبیق   1 3 3 1 0 3 cos0 sin 0z i i     ؛   2 5 5 1 0 5 cos sinz i i        ؛

 3 0 cos sin
2 2

z i i i
       

 
؛  4

1 1 1
0 cos sin

2 2 2 2 2
z i i i

       
 

؛ 

 5 7 7 0 7 cos sin
2 2

z i i i
          

 
.

:نتیجة
zحقیقیا موجبا تماما فإن zإذا كان  zو  0Arg z  ؛ وإذا كانz حقیقیا سالبا تماما فإنz z و Arg z .

zتخیلیا صرفا على الشكلzإذا كان  yi فإنz y 0وفي حالةy یكون 
2

Arg z

 0وفي حالةy  یكون

 
2

Arg z


 .

147:1صفحة 44تطبیق  1z i  2؛ 3 3z i  3؛ 5 15z i   4؛ 6 2z i  .
:حل التطبیق

1

2 2
1 2 2 cos sin

2 2 4 4
z i i i

                
؛ 

2

2 2
3 3 18 3 2 cos sin

2 2 4 4
z i i i

                  
؛ 

3

1 3 2 2
5 15 20 2 5 cos sin

2 2 3 3
z i i i

                    
؛ 

4

3 1 5 5
6 2 8 2 2 cos sin

2 2 6 6
z i i i

                  
.
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.zویلة وعمدة للعدد المركبعین الط،في كل حالة من الحالات المقترحة أدناه :146صفحة 39تطبیق 

4أ ـ cos sin
4 4

z i
    

 
3ب ـ.       cos sin

3 3
z i

     
 

.

5ـ ـج sin cos
6 6

z i
    

 
sinد ـ.               cos

6 6
z i

 
 .

4أ ـ:حل التطبیق cos sin 4 cos sin
4 4 4 4

z i i
              

   
4z؛ إذن  و 

4
Arg z


 .

5ب ـ 5
3 cos sin 3 cos sin 3 cos sin

3 3 3 3 3 3
z i i i

     
 

                                
3zإذن و  5

3
Arg z


.

5جـ ـ sin cos 5 cos sin 5 cos sin
6 6 2 6 2 6 3 3

z i i i
                                      

5zإذن ؛ 

و 
6

Arg z

.

sinد ـ cos cos sin cos sin
6 6 2 6 2 6 3 3

z i i i
                      

   
1z؛ إذن  و 

3
Arg z


 .

.عددان حقیقیان'وعددان حقیقیان موجبان تماما؛ r'وr:خاصیة
   cos sin ' cos ' sin 'r i r i      معناه'r rو' 2k    معk.

أحسب . عددان حقیقیان'و:تطبیق  cos sin cos ' sin 'i i    وcos sin

cos ' sin '

i

i

 
 



.

:حل التطبیق      cos sin cos ' sin ' cos cos ' sin sin ' cos sin ' sin cos 'i i i                

أي        cos sin cos ' sin ' cos ' sin 'i i i            .
  
  

   
 2 2

cos sin cos ' sin ' cos cos ' sin sin ' sin cos ' cos sin 'cos sin

cos ' sin ' cos ' sin ' cos ' sin ' cos ' sin '

i i ii

i i i

            
       

    
 

   

أي    cos sin
cos ' sin '

cos ' sin '

i
i

i

 
   

 


   


.

:عددان مركبان غیر معدومینz'وz:العمدةخواص

     ' 'Arg zz Arg z Arg z  ؛   '
'

z
Arg Arg z Arg z

z
    
 

؛  1
'Arg Arg z

z
    
 

.

الذي یحقق المساواة zط ذات اللاحقة العدد المركبفي كل حالة من الحالات التالیة مثل مجموعة النق:146صفحة 40تطبیق 

أ ـ: المقترحة  3

2
Arg iz


               .ب ـ

1 4

z
Arg

i

    
جـ ـ.                 Arg z Arg z.

:حل التطبیق

أ ـ  3

2
Arg iz


 معناه    3

2
Arg z Arg i


  أي   3 3

2 2 2
Arg z Arg i

  
    إذن مجموعة النقطM

.هي نصف المستقیم من حامل محور الفواصل، فواصل نقطه سالبة تماماzذات اللاحقة

ب ـ
1 4

z
Arg

i

    
معناه    1

4
Arg z Arg i


   أي   1

4 4 4 2
Arg z Arg i

   
      إذن مجموعة

.هي نصف المستقیم من حامل محور التراتیب، تراتیب نقطه موجبة تماماzذات اللاحقةMالنقط
جـ ـ   Arg z Arg z معناه    2Arg z Arg z k   أي Arg z kإذن مجموعة النقطMذات اللاحقةz هي

.Oباستثناء المبدأحامل محور الفواصل
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:147صفحة 45تطبیق   1 2 2 3z i i  2؛

4

3
z

i



3؛

3

2 2 3

i
z

i



4؛

6

1
z

i



.

2 2
2 2 2 2 2 2 cos sin

2 2 4 4
i i i

               
3؛  1

3 2 2 cos sin
2 2 6 6

i i i
                 

ومنه      1 2 2 3
4 6 12

Arg z Arg i Arg i
  

       1إذن 4 2 cos sin
12 12

z i
    

 
.

 
2

4 cos 0 sin 04
2 cos sin

6 63 2 cos sin
6 6

i
z

i

 
 
            

 

.

3

3 cos sin
3 32 2

cos sin
4 6 62 2 3 4 cos sin

3 3

i
i

z i
i i

 
 

 

             
 

.

 
4

6 cos 0 sin 06
3 cos sin

1 4 42 cos sin
4 4

i
z i

i
i

 
 
             

 

.

.عمدة لهوrعدد مركب غیر معدوم طویلته:153صفحة 115تمرین
1zنعتبر العددین المركبین i2و

2z .
.2zو1zالطویلة وعمدة لكل من العددین المركبینوrأحسب بدلالة ) 1
.مترافقین 2zو1zحتى یكونوrحدد ) 2

1z) 1: حل التمرین i i r     ؛       1arg arg arg arg
2

z i i


      .
22 2

2z r    ؛     2
2arg arg 2arg 2z     .

2 (1z2وz مترافقان معناه   1 2arg arg 2z z k   2ومعناه 2
2

k


     2أي

6 3

k 
    معk .

.عدد مركب غیر معدوم z:146صفحة 36مرینت
n ،دومباستعمال البرهان بالتراجع ، أثبت أنّه من أجل كل عدد طبیعي غیر معـأ    arg argnz n z.
n ،ل عدد صحیح غیر معدوماستنتج أنّه من أجل كـب   arg argnz n z.

بتدائیة هيالخاصیة الاأ ـ:مرینحل الت   1arg 1argz zوهي صحیحة.
نفرض أن   arg argkz k z من أجل عدد طبیعي غیر معدومkولنبرهن أن     1arg 1 argkz k z  .

: لدینا               1arg arg arg arg arg arg 1 argk k kz zz z z z k z k z        ؛ إذن حسب مبدأ الاستدلال
n ،ه من أجل كل عدد طبیعي غیر معدومبالتراجع نستنتج أنّ    arg argnz n z.

nإذا كان ـب 
 وبالتاليn یكونأ ـعدد طبیعي غیر معدوم وحسب   arg argnz n z.

nإذا كان  
 نضعn m ولدینا :         1

arg arg arg arg arg argn m m
m

z z z m z n z
z

         
 

.

n ،إذن من أجل كل عدد صحیح غیر معدوم    arg argnz n z.
nمن أجل كل :نتیجة  ،   arg argnz n z



www.m
at

hs
ac

ad
em

y.n
et

14

أعداد مركبة حیثvوz،u:154صفحة 125مرینت   3 3 3 3z i     ،3 3u i وz
v

u
.

.على الشكل الجبري vأكتب) 1
.zوu ،vاد المركبة عدعین الطویلة وعمدة لكل من الأ) 2

cosاستنتج) 3
12

وsin
12

.

.تخیلي صرف 2010zأثبت أن العدد) 4

) 1: حل التمرین         3 3 3 3 3 33 3 3 3

123 3

i iiz
v

u i

            


9 3 3 9 3 3 3 3 3 3 3 3 12 12
1

12 12

i i i i i
v i

       
   

2 (3 3u i  12؛ 2 3u   3؛ 3
cos

22 3
   3؛ 1

sin
22 3

   ومنه arg
6

u

.

1v i  2؛v  1؛ 2
cos

22
   1؛ 2

sin
22

     ومنه arg
4

v


 .

z
v

u
 معناهz uv 2بالتالي و 6z u v  و     arg arg arg

6 4 12
z u v

  
     .

لدینا ) 3   3 3 3 3 2 6 cos sin
12 12

z i i
           

 
3ناه مع 3 6 2

cos
12 42 6

  
  

3و 3 6 2
sin

12 42 6

    
   6ومعناه 2

cos
12 4

 
6و 2

sin
12 4

 
 .

4 (   2010 2010 335 336
arg 2010arg 168

12 2 2 2 2
z z

    
         بما أنcos 0

2


 فإن

 2010Re 0z  2010العددأيz تخیلي صرف.
cosعدد حقیقي؛ یرمز للعدد :ترمیز أولیر) 4 sini  بالرمزie ونكتبcos sinie i   .

cos: اتملاحظ sin cos sinie i i           ؛i ie e .
 إذا كانz یر معدوم، طویلته غعددا مركباrو عمدة له فإن cos sin iz r i re    .
iz re للعدد المركبیسمى الشكل الأسّيz.

: نتائج

cos:دسترا أولیر
2

i ie e 




 ؛sin
2

i ie e

i

 




.

: دستور موافر cos sin cos sin
n

i n i n      ؛ ni ine e .

:ملاحظات
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
cos sin 1

2 2 4 4

i i i i i i i ie e e e e e e e

i

       

 
           

        
   


2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
cos sin cos 2

2 2 4 4 2

i i i i i i i i i ie e e e e e e e e e

i

         

  
             

         
   


2 2 sin 2

cos sin
2 2 4 2

i i i i i ie e e e e e

i i

      
 

      
    
  

.
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:أكتب على الشكل الجبري كل من الأعداد المركبة التالیة :147صفحة 49تطبیق 
3

46
i

e


؛ 
3

25
i

e


1؛ 

2
ie  ؛

2

32 3
i

e


.

: تطبیقحل ال
3

4
3 3

6 6 cos sin 3 2 3 2
4 4

i
e i i

        
 

؛ 
3

2
3 3

5 5 cos sin 5
2 2

i
e i i

       
 

؛ 

 1 1 1
cos sin

2 2 2
ie i      ؛

2

3 2 2 1 3
2 3 2 3 cos sin 2 3 3 3

3 3 2 2

i
e i i i

                     
.

1:مركبة التالیة على الشكل الأسّيأكتب الأعداد ال:147صفحة 50تطبیق  2 2z i 2؛ 3 3 3z i 3؛

5

4
z i 4؛ 1z  .

1: تطبیقحل ال 2 2z i  1؛ 2 2z 2و
cos

2
  ،2

sin
2

   إذن
4


   4ومنه

1 2 2
i

z e



.

2 3 3 3z i  2؛ 6z 3و
cos

2
  ،1

sin
2

   إذن
6


   6ومنه

2 6
i

z e



.

3

5

4
z i3؛

5

4
z  و

2


  2ومنه

3

5

4

i
z e



 .4 1z   4؛ 1z  و  4ومنه
iz e .

:خواص '' ii ie e e      ؛ '
'

i
i

i

e
e

e


 


 1؛ i

i
e

e



؛ iie e    .

12:ركبة التالیةعین شكلا أسّیا لكل من الأعداد الم:147ص 51تطبیق 
1

i
z e



 8؛
2 3

i
z e



 3؛
3 2

i
z e




 4؛

1

2
iz e  .

:تطبیقحل ال
13

1212 12
1

ii i
z e e e

   
    ؛

9
88 8

2 3 3 3
ii i

z e e e
   
    ؛

2
33 3

3 2 2 2
ii i

z e e e
     

    ؛  2
4

1 1 1 1

2 2 2 2
ii iz e e e      .

6: نضع :155صفحة 128تمرین  2

2

i
a


1وb i .

aوa ،bالأعداد المركبةأكتب على الشكل الأسّي كلا من) 1

b
.

aأكتب العدد) 2

b
cosاستنتج القیمتین المضبوطتین للعددین.على الشكل الجبري

12

وsin
12

.

حل في المجال) 3 ; المعادلة   6 2 cos 6 2 sin 2x x   .

66) 1:تمرینحل  2 3 1
2 2 cos sin 2

2 2 2 6 6

ii
a i i e

                   
.

41 2 cos sin 2
4 4

i
b i i e

          
 

؛ 
6

6 4 12

4

2

2

i
i i

i

a e
e e

b
e


  



    
 


  .

2 (
 

  
  

6 2 16 2 6 2 6 2

2 1 2 1 1 4 4

i ia i
i

b i i i

   
   

  
.6 2

cos
12 4

 
6و 2

sin
12 4

 
.

3 (   6 2 cos 6 2 sin 2x x    معناه   6 2 6 2 1
cos sin

4 4 2
x x

 
  ومعناه

1
cos cos sin sin

12 12 2
x x

 
  1یكافئ

cos
12 2

x
   

 
2ویكافئ 

12 3
x k

 
  2أو

12 3
x k

 
    مع

k  5أي
2

12
x k


  2أو

4
x k


   معk  المجالوفي ؛ ;  5یكون

12
x


و

4
x


 .
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:خواص هندسیة) 5
نقط من المستوي المركب المنسوب إلى المعلمDوA ،B ،C:1الخاصیة  ; ;O u v

 
Aحیث  BوD C.

D C

B A

z zCD

AB z z





و           ; ; ; arg arg arg D C

D C B A
B A

z z
AB CD u CD u AB z z z z

z z

 
         

     
.

: نتائج

AB


CDیعامد 


معناه  ; arg
2

D C

B A

z z
AB CD k

z z




 
    

 
Dومعناه  C

B A

z z

z z




.تخیلي صرف

AB


CDو


مرتبطان خطیا معناه  ; arg D C

B A

z z
AB CD k

z z


 
   

 
Dومعناه  C

B A

z z

z z




.حقیقي

:2خاصیة  ;A a bنقطة من المستوي وQ


iشعاع غیر معدوم لاحقته العدد المركب

Q
z re .

 المستقیم الذي یشمل النقطةAوQ


.zنقطة من المستوي لاحقتها العدد المركبM. شعاع توجیهي له
M  معناه.AM Q

 
iأي مع

Az z re  مع.
ذات المركزنعتبر الدائرة:3خاصیة  ;A a bونصف القطرr .

zنقطة ذات اللاحقة Mلتكن  x iy .
M  معناهAz z r  ومعناهi

Az z re   مع .
1نقط من المستوي لواحقها على الترتیبCوB؛A:153صفحة 116تمرین  1z  2؛ 2z i3و 1z i  .

2أحسب) 1 1z z3و 1z z.

2أحسب) 2 1

3 1

arg
z z

z z

 
  

.

.ABCاستنتج طبیعة المثلث) 3
2) 1:حل التمرین 1 1 2 5z z i    3و 1 2 5z z i    .

2 (  
  

2 1

3 1

1 2 21 2 5

2 2 2 5

i iz z i i
i

z z i i i

      
    

      
2ومنه  1

3 1

arg
2

z z

z z

 
   

5ABلدینا ) 3 AC ؛ وAB


ACو


.Aمتساوي الساقین وقائم فيABCإذن المثلث 
ذات اللاحقة Mالنقطة ،zاللاحقة العدد المركبذات mنرفق بكل نقطةفي المستوي المركب ،:156صفحة 136تمرین 

3

3
2

z
Z

z



Z :izوzالأسیّة لكل من العددین المركبین تعطى الكتابة . re وiZ e .

.على الترتیب وrبدلالة وعبر عن ) 1
1النقطة ذات اللاحقة A. 1ونصف القطر Oالدائرة ذات المركزCبـِنرمز) 2 i.
.Cتمسح الدائرةmلما النقطةMعین مجموعة النقطأ ـ

مستقیم تمسح نصف الmلما النقطة Mعین مجموعة النقط ب ـ OA.

المعرفة على fنعتبر الدالة ) 3 0; ِبـ : 
3

32

x
f x

x



.

متزایدة تماما وعین صورة المجال fأ ـ بین أن الدالة  0; بواسطة الدالةf.
.تنتمي إلى قرص یطلب تعیینه Mالنقطة , من المستوي mب ـ استنتج أنه من أجل كل نقطة 

0 1

1

x

y

A

u


v


M

x

y



Ax

Ay
0 1

1

x

y

A

Q

a

b

u

v

0 1

1

x

y

A

B

C
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لدینا ) 1: حل التمرین
3

3
2

z
Z

z



عناه م
3

3
32

i ir
e e

r
  


ومعناه 

3

32

r

r
 


3و 2k   

1النقطة ذات اللاحقة A. 1ونصف القطرOالدائرة ذات المركزCبِـنرمز) 2 i.
.Cتمسح الدائرةmلما النقطةMن مجموعة النقطیعیتأ ـ

m C معناهitz e معt  31ومعناه

3
i tZ e 1'أي

3
itZ e مع't ومنه مجموعة النقطM هي الدائرة ذات

1طرونصف القOالمركز

3
.

تمسح نصف المستقیم mلما النقطة Mین مجموعة النقط یعتب ـ OA.

 m OA معناه.Om OA
 

مع   42ومعناهAz z e


 


  أي
3

4
2 2

2 2 2

i
Z e








ومعناه
3 3

4 42 2
1 2

i i
Z e e

 




 
 


مع  ومنه مجموعة النقطM هي نصف المستقیم OB حیث
3

42 1
i

Bz e i



    أي 1; 1B  .

المعرفة على fنعتبر الدالة ) 3 0;بِـ : 
3

32

x
f x

x



.

متزایدة تماما وعین صورة المجال fـ بین أن الدالةأ 0; بواسطة الدالةf.

لیكن  0;x   ،   
   

2 3 2 3 2

2 23 3

3 2 3 6
'

2 2

x x x x x
f x

x x

 
 

 
ومنه من أجل كل  0;x   ؛ ' 0f x 

و ' 0 0f وبالتاليfعلى متزایدة تماما 0; . lim 1
x

f x


 ومنه    0; 0;1f  

.تنتمي إلى قرص یطلب تعیینه Mالنقطة ،من المستوي mب ـ استنتج أنه من أجل كل نقطة 

لدینا 
3

32

r

r
 


ومنه  f r  إذن 0;1 1أيOM  إذنMذي المركزتنتمي إلى قرصO1ونصف القطر.
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المعادلات من الدرجة الثانیة في 

:المعادلات من الدرجة الثانیة) 1
2: التالیةzنعتبر المعادلة ذات المجهول المركب 0a z bz c   معa ،bوcأعداد مركبة وaغیر معدوم.

2 4b ac   ممیز المعادلة ولیكن أحد الجذرین التربیعیین للعدد المركب.

2المعادلة  0a z bz c   تقبل حلین مركبین هما :'
2

b
z

a

 
و"

2

b
z

a

 


2إذا كان :ملاحظة 'b b فإن 2 24 4 'b ac b ac     2ویكون' 'b ac  الممیز المختصر للمعادلة

': والحلان هما '
'

b
z

a

 
و' '

"
b

z
a

 
 مع' أحد الجذرین التربیعیین للعدد المركب'.

:التالیة zكلا من المعادلات ذات المجهول حل في :148صفحة 56تمرین 
22أ ـ 6 5 0z z          .2ب ـ 5 9 0z z            .2جـ ـ 1 0z z  .
2د ـ 2 3 0z z           .2ھـ ـ 1z z                  . 2و ـ 3 0z  .

22أ ـ:حل التطبیق 6 5 0z z   2؛' 9 10 1 i      3ومنه
'

2

i
z


3و

"
2

i
z


.

2ب ـ 5 9 0z z   ؛ 225 36 11 11i      5ومنه 11
'

2

i
z


5و 11

"
2

i
z


.

2جـ ـ 1 0z z  ؛ أنظر النشاط الأول.

2د ـ 2 3 0z z   ؛ 2' 1 3 2 2i      ومنه' 1 2z i و" 1 2z i .

2ھـ ـ 1z z  2معناه 1 0z z   1؛ 4 5    1ومنه 5
'

2
z


1و 5

"
2

z


.

2و ـ  3 0z   معناه 22 3 3z i   3ومعناهz i3أوz i .

إذا كان فإن الحلین یكونا حقیقیین و إذا كان :ملاحظات
فإن الحلین یكونا مترافقین.

:الجدران التربیعیان لعدد مركب) 2
1عین الجذرین التربیعیین للعدد المركب :1مثال  3z i .

:الشكل الأسي:الطریقة الأولى

31 3
1 3 2 2

2 2

i
z i i e


 

      
 

ireلیكن .    2حیث z .

2 z  2معناه 2 32
iir e e


 
 2ومعناه 2r 2و 2

3
k


    2أيr و

6
k


   .

6إذن  6 2
' 2

2 2

i
e i






  و
5

6 6 2
" 2

2 2

i
e i



    .

:الشكل الجبري:الطریقة الثانیة
xلیكن  iy  2یث ح z .

2 z  2معناه 2 2 1 3x y xyi i    2ومعناه 2 1x y 2و 3xy  .
2لدینا  z  2معناه

2  2أي 2 2x y .
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لنحل الجملة 
2 2

2 2

2

1

0

x y

x y

xy

  

 

 

معناه 
2

2

2 3

2 1

0

x

y

xy

 



 

ومعناه 

2

2

3

2
1

2
0

x

y

xy

 

 
 

أي 

6 6

2 2

2 2

2 2
0

x أو x

y أو y

xy


  



  




ومعناه 

  6 2
; ;

2 2
x y

 
   
 

أو   6 2
; ;

2 2
x y

 
    
 

6أي  2

2 2
i   6أو 2

2 2
i   .

.كل عدد مركب یقبل جذرین تربیعیین متعاكسین:ملاحظة
8عین الجذرین التربیعیین للعدد المركب :2مثال  6z i  .
xلیكن  iy   2حیث z .

2 z  2معناه 2 2 8 6x y xyi i     2ومعناه 2 8x y  2و 6xy .
2لدینا  z  2معناه

2  2أي 2 10x y .

لنحل الجملة 
2 2

2 2

10

8

0

x y

x y

xy

  

  

 

معناه 
2

2

2 2

2 18

0

x

y

xy

 



 

ومعناه
2

2

1

9

0

x

y

xy

 



 

أي 
1 1

3 3

0

x أو x
y أو y
xy

   

  

 

ومعناه    ; 1;3x y  أو

   ; 1; 3x y    1أي 3i    1أو 3i  .
: 148صفحة 62تطبیق

2مركّبةالجذرین التربیعیین للعدد الجد في المجموعة ) 1 2 3L i .
z :22المعادلة ذات المجهولحل في ) 2 4 3 3 0z iz i   .

: حل التطبیق
lلیكن ) 1 x iy  2حیثl L.

2l L 2معناه 2 2 2 2 3x y ixy i    2ومعناه 2 2x y 3وxy  .
2lلدینا  L 2معناه

l L 2ومعناه 2 4x y 

لنحل الجملة 
2 2

2 2

4

2

0

x y

x y

xy

  

 

 

معناه 
2

2

2 6

2 2

0

x

y

xy

 



 

ومعناه 
2

2

3

1

0

x

y

xy

 



 

أي 
3 3

1 1

0

x أو x
y أو y
xy

   

   
 

ومعناه    ; 3 ; 1x y   أو

   ; 3 ;1x y   3أيl i 3أوl i  .

2 (22 4 3 3 0z iz i    ؛     22
' 2 2 3 3 2 2 3 3i i i i        ومنه

2 3 3 3
'

2 2 2

i i
z i
  
  2و 3 3 1

"
2 2 2

i i
z i

  
    .3 3 3 1

;
2 2 2 2

Es i i
      
  

نعتبر في مجموعة الأعداد المركّبة المعادلة:158صفحة 158تمرین  Eذات المجهولz التالیة:
   3 26 13 10 2 0z i z i z i      .

أثبت أنّ المعادلة ) 1 E 0تقبل حلاّ حقیقیاzینهیطلب تعی.
، المعادلةحل في المجموعة ) 2 E . 1نسميz2الحل الذي جزئه التخیّلي سالب وzالحل الثالث.
.2zو0z،1zالتي لواحقها على الترتیب ،CوA،Bلتكن النقطفي المستوي المركب ) 3
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.على الترتیب 1و2 ،3:المرفقة بالمعاملاتCوA،Bمرجّح النقط Gالنقطةجد إحداثیتي ـ 
2: حیث من المستويMللنقط MEعیّن المجموعةـ  2 22 3 9MA MB MC   .

:حل التمرین
ت أنّ المعادلة اثبإ) 1 E0تقبل حلاّ حقیقیاz . 0نضعz x معx .

   3 26 13 10 2 0x i x i x i       معناه 3 2 26 13 10 2 0x x x x x i        ومعناه
3 26 13 10 0x x x   2و 2 0x x   .

2المعادلة لنحل في  2 0x x    9؛  1ومنه 3
' 2

2
x

 
 


1و 3
" 1

2
x

 
  


.

2xإذا كان   3فإن 22 6 2 13 2 10 0     1إذا كان .وهذا محققx   فإن
     3 2

1 6 1 13 1 10 30         1إذنx   0قیا تقبل حلا حقیومنه المعادلة المعطاة ؛ 2z 

، المعادلةحل في المجموعة ) 2 E . 1نسميz2الحل الذي جزئه التخیّلي سالب وzالحل الثالث.
zلیكن   ،          3 2 2 3 26 13 10 2 2 2 2 2z i z i z i z z az b z a z b a z b               

2: إذن 6a i    ،2 13b a i  2و 10 2b i    4أيa i  5وb i والعبارة الثانیة محققة وبالتالي
        3 2 26 13 10 2 2 4 5z i z i z i z z i z i           

   3 26 13 10 2 0z i z i z i       2معناهz  أو 2 4 5 0z i z i    

   2
4 4 5 15 8 20 4 5 12i i i i i            ؛

xلیكن iy   ،2   2معناه 2 2 5 12x y ixy i     2أي 2 5x y  6وxy .
2   2معناه   2ومعناه 2 25 144 169 13x y    .

2 2

2 2

13

5

0

x y

x y

xy

  
   
 

معناه 
2

2

2 8

2 18

0

x

y

xy

 
 
 

ومعناه 
2

2

4

9

0

x

y

xy

 
 
 

أي 
2 2

3 3

0

x أو x

y أو y
xy

   
   
 

2إذن  3i   2أو 3i   

4 2 3
' 3 2

2

i i
z i

  
  4و 2 3

" 1
2

i i
z i

  
  ي وبالتال 2;3 2 ;1Es i i  .

0 2z  1؛ 1z i 2و 3 2z i .
.2zو0z،1zالتي لواحقها على الترتیب ،CوA،Bلتكن النقطفي المستوي المركب ) 3
.على الترتیب 1و2 ،3:لمعاملاتالمرفقة باCوA،Bمرجّح النقط Gالنقطةـ 

0 1 22 3 4 3 3 3 2 1
1

2 2 2G

z z z i i
z i

       
    1إذن

1;
2

G
  
 

.

2: حیثمن المستويMللنقط MEن المجموعةیعیّ تـ  2 22 3 9MA MB MC   .
2 2 22 3 9MA MB MC    معناه     2 2 2

2 3 9MG GA MG GB MG GC      
     

ومعناه

 2 2 2 22 2 2 3 9 2 3MG GM GA GB GC GA GB GC       
   

2أي  2 2 22 9 2 3MG GA GB GC    .
2 1 5

1
4 4

GA    2؛ 1

4
GB  2؛ 25 41

4
4 4

GC   .

2 1 36 10 3 41 1

2 4 4 4 4 4
GM

      
 

1معناه 

2
GM إذنMEهي الدائرة ذات المركزG1ونصف القطر

2
.
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التحویلات النقطیة
الانسحاب ) 1

ینسب المستوي المركب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; ;O u v
 

.
P:التعریف


Pالانسحاب الذي شعاعه. شعاع من المستوي


حیث M'النقطةMهو التحویل النقطي الذي یرفق بكل نقطة 

'MM P
 

.
:خواص
 إذا كانP


Pشعاعهمعدوما فإن كل نقط المستوي صامدة بالانسحاب الذي


.

 إذا كانP


Pغیر معدوم فإنه لا توجد نقطة صامدة بالانسحاب الذي شعاعه


.
نقطیة صورة ثنائیة ;A Bبالانسحاب الذي شعاعهP


هي الثنائیة النقطیة  '; 'A B حیث' 'A B AB

 
.

یحافظ على المسافات(الانسحاب هو تقایس(
 التوازي؛ المرجح و أقیاس الزوایا؛ الانسحاب یحافظ على الاستقامیة.

P. على الترتیبM'وMعددان مركبان صورتهما النقطتینz'وz:التعریف المركب


العدد شعاع من المستوي لاحقته 
.bالمركب

Pالتعریف المركب للانسحاب الذي شعاعه


z'هو  z b .
العبارة المركبة للانسحاب الذي شعاعه :1مثال 1;2Q 


': هي 1 2z z i  .

'العبارة :2مثال  3z z i  هي التعریف المركب للانسحاب ذي الشعاع 0; 3P 


إلى zذات اللاحقةMوالذي یحول النقطة 
.z'ذات اللاحقة M'النقطة 

:التحاكي) 2
ینسب المستوي المركب إلى معلم  ; ;O u v

 
.

.عدد حقیقي غیر معدوم. نقطة من المستوي:التعریف
'حیثM'النقطةMهو التحویل النقطي الذي برفق بكل نقطة نسبته التحاكي الذي مركزه  .M M  

 
.

:خواص
للتحاكي نقطة صامدة واحدة وهي المركز.
 صورة ثنائیة نقطیة ;A B بالتحاكي الذي مركزه نسبته هي الثنائیة النقطیة '; 'A B حیث' 'A B AB

 
.

والتوازي؛ المرجح أقیاس الزوایا ؛ الاستقامیة لى التحاكي یحافظ ع
zنقطة ثابتة من المستوي لاحقتها العدد المركب. 1عدد حقیقي غیر معدوم ویختلف عن a:التعریف المركب .

zو'zعددان مركبان صورتهما النقطتینMو'Mعلى الترتیب.
هو aونسبته التعریف المركب للتحاكي الذي مركزه  'z z a z z   

:ملاحظة 'z z a z z    معناه ' 1z a z a z   

نضع 1b a z   ومنه'z a z b  هوالتعریف المركب للتحاكي إذن'z a z b حیث 1a  وbعدد مركب.

ولاحقة مركزه aكي هي العدد الحقیقي انسبة التح
1

b
z

a  
.

.3مبدأ المعلم ونسبته Oأكتب العبارة المركبة للتحاكي ذي المركز:1مثال  ' 3O Oz z z z   أي' 3z z.

1نقطة لاحقتها العدد المركب :2ثال م i   . 1عین العبارة المركبة للتحاكي ذي النسبة

2
والمركز.

 1
'

2
z z z z     1أي 3

'
2 2

z z z    1أي 3 3
'

2 2 2
z z i   
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3:بـِ ما هي طبیعة التحویل النقطي المعرف :3مثال 
' 2 3

2
z z i   .

3تحاك نسبته هو

2
 2ولاحفة مركزه العدد المركب 3 4 6

3 5 51
2

i
i

 
  


.

3aثلاث نقط من المستوي لواحقها على الترتیب CوA ،B:150صفحة 82تطبیق  i  ،2 3b i  8و i.
.Bإلى Aوالذي یحوّل Cذي المركزhعیّن نسبة التحاكي أ ـ

.طبق على صورته بتحویل ، أنه صامدا إجمالیا نقول عن مستقیم الذي ینب ـ
.هو صامد إجمالي ، ثم أكتب معادلة له 2ومعامل توجیههCبرهن أن المستقیم الذي یشمل النقطة 

:حل التطبیق

B: لدیناأ ـ Az z  و
1Cz







ومعناه  2 3 3i i      و  1 8 i   

معناه      2 3 3 8 8i i i i        و  1 8 i    ومعناه 5 2 10 4i i    

و  1 8 i    2أي 8و i    ؛ إذن التعریف المركب هو' 2 8z z i  

2إذن نسبة التحاكي هي  .
Cینا صورتها بالتاحاكي ذي المركزلدمن M؛ من أجل كل نقطة 2ومعامل توجیههCالمستقیم الذي یشمل النقطة نسمي 

'حیث M'هي2والنسبة 2.CM CM
 

M'وبالتالي  أي المستقیمصامد إجمالي.
ذات الإحداثیتین Mهو التحویل في المستوي الذي یرفق بكل نقطةt:150ة صفح85تطبیق  ,x y النقطة ،'M ذات

الإحداثیتین  ', 'x y 3: حیث
' 2

2
x x 1و

' 2
2

y y .

؟tما هي طبیعة التحویل أ ـ
.tأكتب العبارة المركّبة للتحویلب ـ

:حل التطبیق

نعتبر النقطة ) 1 ;x y حیث  3
1 2

2
x  و  1

1 2
2

y  3إذن

2
x 1و

2
y  .

3لدینا  6
' 2

2 2
x x  1و

' 2 1
2

y y   3معناه 3
' 2

2 2
x x

    
 

1و 1
' 2

2 2
y y

    
 

'أي  2.M M  
 

3هو التحاكي ذو المركز tإذن  1
;

2 2
   
 

.2والنسبة 

3التعریف المركب للتحاكي هو ) 2 1
' 2

2 2
z z i  .

:الدوران) 3
ركب إلى معلم ینسب المستوي الم ; ;O u v

 
.

.عدد حقیقينقطة من المستوي؛ :التعریف
M'حیث M'النقطة Mنقطةهو التحویل النقطي في المستوي، یرفق بكل وزاویتهاالدوران الذي مركزه M  

و ; ' 2M M k    
 

kمع  .

: خواص
 0إذا كان  بالدوران ذي المركزفإن كل نقط المستوي صامدة وفي هذه الحالة هو التحویل المطابق0والزاویة.
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 0إذا كان فإن للدوران نقطة صامدة وحیدة وهي مركزه.
 كل ثنائیة نقطیة صورة ;A Bبالدوران هي الثنائیة '; 'A B حیث' 'A B AB.
یحافظ على المسافات(الدوران هو تقایس(
 والمرجحالزوایاأقیاس ؛ الدوران یحافظ على الاستقامیة.

zنقطة ثابتة من المستوي لاحقتها العدد المركب. عدد حقیقي:التعریف المركب .
zو'zنعددان مركبان صورتهما النقطتیMو'M على الترتیب بالدوران الذي مركزهوزاویته

z': لدینا z z z    و   arg ' argz z z z      وهذا یعني  :'
1

z z

z z








'و

arg
z z

z z




 
  

'ویكافئ  iz z
e

z z









iaنضع  e  إذن 'z z a z z    وهذا یعني ' 1z a z a z   .
z'هو یف المركب للدوران ر التع:خاصیة a z b  حیث 1a  1وa  زاویة الدوران هي ، arg a ومركزه صورة

العدد المركب 
1

b

a
.

مبدأ المعلم وزاویتهOأكتب عبارة مركبة للدوران الذي مركزه :1مثال 
6

 .

: بـِ المعرف tل یلتحو ما هي طبیعة ا:2مثال  2
' 1 2 2 2

2
z i z i     مطلوب إعطاء عناصره الممیزة.

 2
1

2
a i  2و 2

1 2 1
2 2

a i     إذنtهو دوران.
3

4
2 2

2 2

i
a i e



   إذن زاویة الدورانt 3هي

4

.2 2 2
2

2 2
1

2 2

i

i

 


 
هو tوبالتالي مركز الدوران 2;0 .

نقطتان من المستوي لاحقتاهما BوA:150صفحة 83تطبیق  1
1

2
a i 2و

2
b i.

.BإلىAویحوّل Oمعلم عین زاویة الدوران الذي مركزه مبدأ ال

4:حل التطبیق
2 2 2

1 2

i
B O

A O

z z i i
e

z z i

 
  

 
زاویة الدوران هيإذن 

4

.

ذات الإحداثیتین Mهو التحویل في المستوي الذي یرفق بكل نقطةt:150صفحة 84تطبیق  ,x y النقطة ،'M ذات
الإحداثیتین  ', 'x y حیث :' 1x y و' 2y x . نضعz x iy و' ' 'z x iy .

.zدلالة بz'أكتب أ ـ
مبیّنا عناصره الممیّزة ؟tما هي طبیعة التحولب ـ

:حل التطبیق
أ ـ   ' ' ' 1 2 1 2 1 2z x iy y x i xi y i i x iy i              أي' 1 2z i z i  

2: وعناصره الممیّزةtطبیعة التحولب ـ
i

i e


 إذنt دوران زاویته
2

 ومركزه صورة العدد المركب

  
  
1 2 11 2 3 1

1 1 1 2 2

i ii
i

i i i

 
  

  
.
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z': بـِ معرف T:ملخص a z b 

rونقهامركز صورة دائرةیحافظ علىالعناصر الممیزة:هوTالتحویل

1a شعاعه انسحابw


س الزوایا؛ المسافات؛ أقیاbلاحقته 
الاستقامیة؛ المرجح والتوازي

'ها مركزها سهي دائرة تقای

.بالانسحابصورة
 1a  نسبتهتحاكa ولاحقة مركزه

1

b

a
أقیاس الزوایا؛ الاستقامیة؛ 

.المرجح والتوازي
صورة'هي دائرة مركزها 

aونصف قطرها لتحاكيبا r.
 1a  

1aو 

زاویتهدوران arg a ولاحقة

مركزه
1

b

a

المسافات ؛ أقیاس الزوایا؛ 
.رجحالاستقامیة والم

'هي دائرة تقایسها مركزها 

.بالدورانصورة

)بكالوریا(:159صفحة 160تمرین 
أحسب العدد المركب) 1 32 3 i.

3:التالیة zاد المركبة المعادلة ذات المجهولحل في مجموعة الأعد) 2 18 3 35z i .
.صورها في المستوي ، على الترتیب CوA ،Bإلى حلول هذه المعادلة ؛3zو1z ،2z:بـنرمز ) 3
.Cإلى النقطةBویحوّل النقطة Oبدأ المعلم عیّن زاویة الدوران الذي مركزه مأ ـ

wشعاع توجیههعیّن صورة بهذا الدوران للمستقیمب ـ


: یث ح ;
2

u w



 
.

:حل التمرین

1 (       3 3 2
2 32 3 2 3 3 2 3 3 2 3 24 3 36 6 3 18 3 35i i i i i i i          .

3:التالیة zحل في مجموعة الأعداد المركبة المعادلة ذات المجهول) 2 18 3 35z i .
3 18 3 35z i  معناه 33 2 3z i  ومعناه 33 2 3 0z i   أي

     222 3 2 3 2 3 0z i z i z i            
2ومعناه  3z i  أو

   22 2 3 2 3 0z i z i     ؛     2 2 2

2 3 4 2 3 3 2 3i i i       .

3 18 3 35z i  2معناه 3z i  أو 2 3 3 2 3

2

i i i
z
   
أو 2 3 3 2 3

2

i i i
z
   
.

3 18 3 35z i  2معناه 3z i  3أو 7

2

i
z
 
3أو 3 5

2

i
z
 
.

.صورها في المستوي ، على الترتیب CوA ،Bى حلول هذه المعادلة ؛إل3zو1z ،2z:بـ نرمز ) 3

1نضع  2 3z i  ،2

3 7

2

i
z

 
3و

3 3 5

2

i
z

 


.Cإلى النقطةBویحوّل النقطة Oبدأ المعلم عیّن زاویة الدوران الذي مركزه مأ ـ

زاویة الدوران هي   
  

3

2

3 3 5 3 73 3 5 26 26 3
arg arg arg arg

523 7 3 7 3 7

i iz i i

z i i i

                                   

3

2

1 3 2
arg arg

2 3

z i

z

    
         

.
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wشعاع توجیههعیّن صورة بهذا الدوران للمستقیمب ـ


: حیث  ;
2

u w



 
.

z'لدینا التعریف المركب لهذا الدوران هو  a z b  مع
2

3
i

a e



و 1 0Ob z a   إذن

2

3'
i

z e z



.

wالذي شعاع توجیهه المستقیم


2حیث zذات اللاحقة Mهو مجموعة النقط 
i

z e


 مع یمسح

حیث z'لاحقتها M'بالدوران هي مجموعة النقط إذن صورة 
2

3 2'
i i

z e e
 




  6أي'
i

z e





صورة وبالتالي

w'شعاع توجیهه 'بالدوران هي المستقیم 


: حیث  ; '
6

u w


 
 

.

3نعتبر العددین المركبین :159صفحة 161تمرین  3a i  ،2 3 3b i  .
A ،BوC نقط من المستوي لواحقهاa ،aوb على الترتیب.
.Gلاحقة مركز ثقله Gzمتساوي الساقین ، ثمّ عیّن ABOبیّن أن المثلث ) 1
التحویل النقطي في المستوي الذي یحوّل Tعددین مركبین ولیكن ولیكن ) 2 M z إلى ' 'M z حیث

'z z  .
حیث یكونوعیّن أ ـ T O Gو T A C.

.هو دوران یطلب تعیّین مركزه وزاویته Tبیّن أنّ التحویلب ـ
تج صورة المستقیماستنجـ ـ OA بالدورانT.

:حل التمرین

1لدینا ) 1
aOA

OB a
  معناهOA OB أي المثلثABOمتساوي الساقین . 0 2

Re 2
3 3G

a a
z a

 
  .

التحویل النقطي في المستوي الذي یحوّل Tعددین مركبین ولیكن ولیكن ) 2 M z إلى ' 'M z حیث
'z z  .

حیث یكونوعیّن أ ـ T O Gو T A C.
 T O GمعناهG Oz z  2أي و T A CمعناهC Az z  أي 2 3 3 3 3 2i i    

ومعناه    
  

3 3 3 33 3 6 3 6 3

12 23 3 3 3 3 3

i ii i i

i i i


   
   
  

3وبالتالي

2

i



2و .

.كزه وزاویته هو دوران یطلب تعیّین مر Tبیّن أنّ التحویلب ـ

3هو Tلتعریف المركب للتحویل
' 2

2

i
z z


  .3لدینا

1
2

i



  إذنT دوران، هو

ولدینا   3
arg arg

2 6

i 


 
   

 
. Tوهي زاوة الدوران

 
 2

2 4 8 4 3 4 8 4 3 4 1
1 2 2 3

1 3 2 3 8 4 3 2 32 3 11
2

i i
i i

i i




   
        

      
إذن مركز 

هي النقطة Tالدوران 2;2 3D .

استنتج صورة المستقیمجـ ـ OA بالدورانT.
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لدینا صورة مستقیم بالدوران هي مستقیم بما أن  T O Gو T A C فإن صورة المستقیم OA بالدورانT هي المستقیم
 CG.
معلمالالمستوي منسوب إلى :159صفحة 162تمرین  ; ;O u v

 
4صورتي العددین المركبین BوAلتكن النقطتان،  2a i 

3bو i على الترتیب.
.قائم ومتقایس الساقینOABبین أن المثلثأ ـ

.Oإلى النقطةB، والنقطةBإلى النقطةAعین مركز وزاویة الدوران الذي یحول النقطةب ـ
؟ABOCعي ما هي طبیعة الربا. بهذا الدورانOصورة النقطةCلتكن النقطة جـ ـ

:حل التمرین
.قائم ومتقایس الساقینOABن أن المثلثایتبأ ـ

BAلدینا لاحقة الشعاع 


1هي العدد المركب 3a b i   ؛  
  

2
1 3 31 3 10

3 3 3 10

ii ia b i
i e

b i i i

  
   
  

1: وبالتالي
BA a b

OB a


 و ; 2

2
OB BA k


 

 
.ومتقایس الساقینBفيقائم OABأي المثلث

.Oإلى النقطةB، والنقطةBإلى النقطةAن مركز وزاویة الدوران الذي یحول النقطةیعیتب ـ
منتصف الوترIهي OABنقطة تقاطع محاور المثلث  OA ومنهIA IB IO 

و   ; ; 2
2

IA IB IB IA k


   
   

وزاویتهIوبالتالي مركز الدوران هو النقطة
2


 .

:ABOCطبیعة الرباعيتعیین. ورانذا الدبهOصورة النقطةCلتكن النقطة جـ ـ

IOلدینا  ICو ; 2
2

IO IC k


  
 

ومنه القطعتان  OAو BCمتناصفتان

.هو مربعABOCومتعامدتان ومتقاستان إذن الرباعي 
1صورتا العددین المركّبین BوAالنقطتان:159صفحة 163تمرین  3 2z i 2و 1 6z i   على الترتیب ، في مستو مزوّد

معلم الب ; ;O u v
 

.نقطة من حامل محور الفواصل وrالدوران الذي مركزهو یحوّلAإلىB.

.rعیّن مركز و زاویة الدورانـ 
:حل التمرین

Aولدینا xفإن لاحقتها عدد حقیقيمن حامل محور الفواصلنقطة ن بما أ B  1معناه 2z x z x  أي
3 2 1 6x i x i      ویكافئ   2 2

3 4 1 36x x      2ومعناه 29 6 4 1 2 36x x x x      

8معناه 24x  3أيx   وبالتالي 3;0 .

لدینا   
  

2

1

1 3 32 6

6 2 3 3

i iz z i
i

z z i i i




  
  

   
هي rومنه زاویة الدوران

2

.

2i ،6 ،1لواحقها على الترتیب DوA ،B ،Cلنقط ا:159صفحة 164تمرین  i5و i.
و ، عددان مركّبانt تحویل نقطي في المستوي یحول M z إلى ' 'M z حیث' 3z z  .
علما أنوعیّن أ ـ t A Bو t C D.

ین عناصره الممیّزة ؟مع تعیّ tما هي طبیعة التحویل ب ـ

0 1

1

x

y

A

B

O

I

C
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: حل التمرین
علما أنوتعیبن أ ـ t A Bو t C D.

 t A B 3معناهB Az z  و t C D 3معناهD Cz z  

إذن  3D B C Az z z z   أي
   

  
  
1 15 6 2 1

3 3 1 2 3 1 1 3 2 3
D B

C A

i iz z i i
i

z z i i i i


     
     

     

3B Az z   معناه 1
3 6 3 2 4

3B Az z i i         
 

1؛ وبالتالي 

3
i  4و .

:مع تعیّین عناصره الممیّزة tطبیعة التحویل ب ـ

': معرف بـ tلدینا  4z iz   1لدیناi  ومنهt دوران زاویته arg
2

i


   مركزه هو صورة العدد المركب
4

2 2
1

i
i
 


.

:160صفحة 165تمرین  2;1Aو 3;0B نقطتان من المستوي.

hاكي ذو المركزالتحA2ةوالنسب

4
؛rالدوران ذو المركزBوالزاویة

4


 ؛tالانسحاب ذو الشعاعBO


.

.اكتب العبارة المركبة لكل من التحویلات الثلاث أ ـ
أكتب العبارة المركّبة للتحویل ب ـ t r h .
حیثCعیّن النقطة ج ـ  t r h C O .

: حل التمرین

h :'zلمركبة للتحاكي العبارة اأ ـ a z b  2مع

4
a  و

1A

b
z

a



أي 

 2 2 2
2 2 2 1

4 2 4
b i i i

 
         

 
2إذن .  2 2

' 2 1
4 2 4

z z i
 

       
 

r :'zلدوران العبارة المركبة ل a z b  2مع 2
cos sin

4 4 2 2
a i i

 
     و

1B

b
z

a



أي  1Bb z a 

3معناه  2 3 2
3

2 2
b i   2إذن 2 3 2 3 2

' 3
2 2 2 2

z i z i
 
      
 

لدینا : tالعبارة المركبة للانسحاب 3;0BO 


'إذن  3z z 

ركّبة للتحویلأكتب العبارة المب ـ t r h .
نضع   1h z zو 1 2r z zو 2 't z z.

  1h z z 1معناه

2 2 2
2 1

4 2 4
z z i

 
       

 
؛ 

 1 2r z z 2معناه 1

2 2 3 2 3 2
3

2 2 2 2
z i z i
 
      
 

؛  2 't z z 2معناه' 3z z .

               1 1 2 't r h z t r h z t r z t r z t z z       .

2' 3z z  1إذن

2 2 3 2 3 2
' 3 3

2 2 2 2
z i z i
 
       
 

1أي 

2 2 3 2 3 2
'

2 2 2 2
z i z i
 
     
 
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2ومنه  2 2 2 2 3 2 3 2
' 2 1

2 2 4 2 4 2 2
z i z i i

    
                    

أي 

 1 1 1 2 1 2 1 3 2 3 2
' 1 2 2

4 2 2 2 4 2 4 2 2
z i z i i i i

 
             

 
ومعناه 

 1 3 1
' 1 2

4 4 4
z i z i

      
 

وهي التعریف المركب للتحویل  t r h 

حیثCعیّن النقطة ج ـ  t r h C O .

  t r h C O  معناه 1 3 1
1 2 0

4 4 4Ci z i
      
 

أي    1 3 4 2 1Ci z i     ومعناه

 
 

   
  

   
3 4 2 1 13 4 2 1 3 3 4 2 1 4 2 1

2 2 2 2 2 1
1 1 1 2C
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                    
  

إذن  2 2 2 ; 2 2 1C    .

)بكالوریا(:160صفحة 166تمرین 
المعادلة حل في ) 1 2 2 3 0z i z i    .

0حیث  1zو0zبـنرمز للحلین 1| | | |z z.
2 (A،BوC 0، 1نقط من المستوي لواحقها على الترتیبz1وz.

.CوA،Bمركز المسافات المتساویة للنقط Gأوجد إحداثیي النقطة 
3(Tویل النقطي في المستوي الذي یرفق بكل نقطة التحMالنقطة'M حیث:'MM MA MB MC  

   
.

'أ ـ بیّن أن 2GM GM 
 

.
.وعناصره الممیّزة Tب ـ استنتج طبیعة التحویل

.Tج ـ أكتب العبارة المركبة للتحویل
4('A،'Bو'Cصور النقطA،BوCعلى الترتیب بالتحویلT .بیّن أن النقط'A،'Bو'C في استقامیة.

:حل التمرین
المعادلة حل في ) 1 2 2 3 0z i z i     .0بـنرمز للحلینz1وz  0حیث 1| | | |z z.

     2 2
2 4 3 4 1 4 12 4 9 3i i i i i             2؛ 3

' 1
2

i i
z i

 
   ،2 3

" 1 2
2

i i
z i

 
  .

' 2z و" 5z  0إذن 1 2z i 1و 1z i .
2 (A،BوC 0، 1نقط من المستوي لواحقها على الترتیبz1وz.

.CوA،Bمركز المسافات المتساویة للنقط Gأوجد إحداثیي النقطة 
0 11 1

1
3 3G

z z
z i

 
   1إذن

1;
3

G
 
 
 

.

3(T التحویل النقطي في المستوي الذي یرفق بكل نقطةMالنقطة'M حیث :'MM MA MB MC  
   

.
'ن أنابیتأ ـ 2GM GM 

 
.

'MM MA MB MC  
   

MG'معناه  GM MG GA MG GB MG GC      
       

ومعناه 
' 2GM MG GA GB GC   

    
فإن CوA،Bمركز المسافات المتساویة للنقط Gبما أن النقطة . 

0GA GB GC  
   

'وبالتالي  2GM MG
 

'أي  2GM GM 
 

.
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'لدینا : وعناصره الممیّزةTطبیعة التحویلب ـ 2GM GM 
 

.2والنسبةGهو التحاكي ذو المركزTإذن 
T :العبارة المركبة للتحویلج ـ ' 2 1 2 Gz z z    أي' 2 3 3z z i   .

4('A،'Bو'Cصور النقطA،BوCعلى الترتیب بالتحویلT . بیّن أن النقط'A،'Bو'C في استقامیة.

0لدینا 
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z i

z i


  

 
0ومنه 
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1

1
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


0إذن سالبحقیقيعدد
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1
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1

z
k

z
 

 
   

ABأي 


ACو


مرتبطان خطیا 

.هي كذلك في استقامیةC'وA،'B'في استقامیة ولدینا التحاكي یحافظ على الاستقامیة إذن النقطCوA،Bوبالتالي النقط 
:حقها على الترتیبثلاث نقط من المستوي المركب ، لواCوA،B:160صفحة 167تمرین 

2 2Az i ،5 5Bz i 2و 2Cz i  .

Cثبت أنّ أأ ـ A

B A

z z

z z




.هو عدد حقیقي 

.نقطته الصامدة الوحیدةAوCإلىBالذي یحوّلTاستنتج طبیعة التحویلب ـ
.Tأكتب العبارة المركّبة للتحویلجـ ـ

1ادلةالمنحني ذي المعـد
3y x

x
 .

.Tبالتحویل أكتب معادلة لصورة المنحني
:حل التمرین

2أ ـ 2 2 2 4 4 4

5 5 2 2 3 3 3
C A

B A

z z i i i

z z i i i

      
   

    
.هو عدد حقیقي و 

4لدیناب ـ

3
C A

B A

z z

z z


 


معناه 4

3C A B Az z z z    4ومعناه

3
AC AB 
 

CإلىBالذي یحوّلTالتحویلإذن 

4والنسبةAة الوحیدة  هو التحاكي ذي المركزنقطته الصامدAو

3
.

T :العبارة المركّبة للتحویلجـ ـ 4 4 4 7
' 1 2 2

3 3 3 3Az z z z i
         
 

أي 

1منحني ذي المعادلةالـد
3y x

x
 .
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z z i    3معناه ' 14 14 4z i z    أي 1
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